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1. EINLEITUNG 
In Manz [7] untersuchten wir diejenigen auflosbaren Gruppen, deren 
slmtliche komplexwertigen Darstellungen Primzahlpotenzgrad besitzen 
(sog. PPC-Gruppen). 1st 8 eine PPC-Gruppe und treten genau die Prim- 
zahlen pi ,..., Pn auf, so sprachen wir genauer von einer PPC(p,,..., p,)- 
Gruppe. Als zentrales Hilfsmittel bewiesen wir: 
HILFSSATZ (Manz [7, 1.31). Sei 6 eine PPC(p,,..., pn)-Gruppe. Dam 
sind gleichwertig: 
(a) 8 ist auf76sbar. 
(b) n62. 
Beispiele fur nicht-auflosbare PPC-Gruppen sind A 5 E PSL( 2,4) E 
PSL(2, 5) und PSL(2, 8) (vgl. [7, Bern. 1.11). Wir zeigen in der vorliegen- 
den Arbeit unter Benutzung der Brauerschen Hohenvermutung, daB dies 
bis auf abelsche direkte Faktoren die einzigen nicht-aufliisbaren PPC- 
Gruppen sind. 
Unsere Bezeichnungen entsprechen denjenigen aus den Btichern von 
B. Huppert-N. Blackburn bzw. M. Isaacs. 
2. NICHT-AUFL~SBARE PPC-GRUPPEN 
HILFSSATZ 1. Ist 6~ PSL(2, q) eine einfache PPC-Gruppe, so ist 
8 E PSL(2,4) oder 6 z PSL(2, 8). 
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Beweis. ( 1) Sei zuerst q = p” ungerade. Wegen PSL(2,4) z PSL(2,5) 
konnen wir q > 5 annehmen. Dann liefert Dornhoff [ 1,38.1] {p”, p” + 1, 
p” - 1 > z cd(B). Die PPC-E’ igenschaft von 8 erzwingt p” + 1 = 2’ und 
p” - 1 = 2” (mit a, b E N ) und wir erhalten den Widerspruch q = p” = 3. 
(2) Sei nun q = 2”. Aus Dornhoff [ 1,38.2] ergibt sich cd(B) = 
{ 1, 2”, 2” - 1, 2” + 1) und die PPC-Eigenschaft von 8 liefert (i) 2” - 1 = p” 
und (ii) 2” + 1 = qb mit geeigneten Primzahlen p, q und a, b E N. Geld 
Huppert-Blackburn [S, IX, 2.71 folgt aus 
(i) a = 1 und p = 2” - 1 ist Mersennesch und aus 
(ii) b = 1 und q = 2” + 1 ist Fermatsch oder qb = 9 und 2” = 8. 
Im Ausnahmefall unter (ii) ist 8 z PSL(2, 8). Wir betrachten den ersten 
Fall under (ii). Da aber p Mersennesch ist, so ist notwendig n eine Prim- 
zahl, und da q Fermatsch ist, so ist andererseits n eine 2-Potenz. Dies zeigt 
n=2 und (SirPSL(2,4). 1 
In der folgenden Bemerkung verallgemeinern wir ein Resultat aus 
Tsaranov [lo]. Jedoch funktioniert der angegebene Beweis nur fur Grup- 
pen mit genau drei verschiedenen Primteilern. 
SATZ 2. Es sei 6 eine einfache PPC(p, q, r)-Gruppe und es seien p, q 
und r die siimtlichen Primteiler von 16 I.* Dunn ist 6 z PSL(2,4) oder 
Br PSL(2,8). 
Beweis. (1) Es sei s E {p, q, r} und 6 E Syl,((fi). Dann gilt C,(G) d 6: 
Es sei 1 #gEC,(G)=:& und XEIrr(B) ein Charakter vom Grad sU> 1. 
Wegen (x(l), 18 : C,( g)l) = 1 und Kern x = 1 liefert das Burnsidesche 
Lemma (Isaacs [6, 3.81) x(g) =O, d.h. x verschwindet auf %\{ l}. Dies 
zeigt 
und 1tZ1 1 x(l)=s”. Folglich ist C,(G) Q 6. 
(2) Es seien B, = l-Block, B, ,..., B, die Blijcke von 8 bzgl. p. Dann 
gilt B,nIrr(B)= {q 1 q(l) ist q- oder r-Potenz} und lJ;=,(B;nIrr(Q))= 
{x 1 x( 1) ist echte p-Potenz}; analog gilt diese Aussage fur q bzw. r anstelle 
p: Aus Feit [2, IV, 4.173 folgt gemPl3 (1 ), da13 8 nur einen Block von 
maximalem Defekt besitzt, nlmlich B,. 1st x E Irr((ti) n B, mit x( 1) = p”, so 
liefert Isaacs [6, 15.251 sofort x = 1. 
(3) Jedes Element aus 8 besitzt Primzahlpotenzordnung: Angenom- 
* Nach einem Resultat von G. Michler folgt die zweite Aussage aus der erstcn 
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men, es existiert ein g E (si mit O(g) = pq (0.B.d.A.). Sei weiterhin h E 8 mit 
O(h) = r. Mit der Frobenius-Orthogonal&it erhalten wir einerseits 
O=l+ c X(g)X(h)+ 1 cp(g)cp(h)+ c $(g)Il/(h). 
PlX(I 1 Yldl) rIIL(l) 
=:s 
P . S, 
= : s, 
Gemal (2) und Feit [2, IV, 3.143 ergibt sich aber such sp =sq =s, = 0. 
Dieser Widerspruch liefert Behauptung (3). 
(4) Es gilt 8 g PSL(2,4) oder 8 g PSL(2, 8): In Suzuki [9, Theorem 
161 werden alle nicht-abelschen einfachen Gruppen aufgelistet, die (3) 
erfiillen, namlich 
(i) PSL(2, s) fur s = 5,7, 8,9 und 17; 
(ii) PSL(3,4), Sz(8) und Sz(32). 
Im Fall (i) folgt mit Hilfssatz 1 8 g PSL(2, 5) r PSL(2,4) oder 
8rPSL(2,8). Die Fllle PSL(3,4) und Sz(8) scheiden etwa mit McKay 
[S] aus. GemlB Huppert-Blackburn [S, XI, 5.101 kommt such Sz(32) 
nicht in Frage. 1 
In den folgenden Hilfssatzen reduzieren wir das Problem der 
Charakterisierung nicht-auflosbarer PPC-Gruppen auf das der 
Charakterisierung einfacher PPC-Gruppen. 
HILFSSATZ 3. Es sei 8 eine nicht-aufliisbare PPC-Gruppe. 1st Out(@) 
aufliisbar fir alle einfachen PPC-Gruppen 6, so besitzt 6 folgende Nor- 
malreihe: 
I 
6 
abelsch 
!n 
einfach, nicht-abelsch 
‘m 
auf&bar 
Beweis. Es sei !R = Om(S) das aufliisbare Residuum von 8. Nach 
Manz [7, 1.3 und 1.2(d)] ist S/!R abelsch. 1st %/%R ein Hauptfaktor von 
8, so ist ‘%/%R eine PPC-Gruppe und daher einfach, nicht-abelsch. Wir 
nehmen an, 9JI ware nicht-aufltisbar, d.h. L! := O”(%R) # 1. Wihlen wir 
einen Hauptfaktor L?//R von 8, so ist dieser notwendig eine einfache, nicht- 
abelsche PPC-Gruppe. Mit der Bezeichnung & =(S/R folgt nach 
Voraussetzung die Auflosbarkeit von %/(Q x C,(E)); insbesondere ist 
C,(e) nicht-abelsch und wir erhalten den Widerspruch, da13 J? x C,(Q) 
keine PPC-Gruppe sein kann. 1 
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HILFSSATZ 4. Es sei 6 eine PPC-Gruppe, ‘%A 6 und (i) 
O/%E PSL(2,4) oder (ii) (li/%r PSL(58). 
(a) Sei weiterhin % = 9I ein minimaler Nomalteiler von 8 vom Typ 
(p, . . . . p). Dann gilt % = Z(B) und 8 = % x @ mit einem Normalteiler (3 von 
6 i&morph zu (i) PSL(2,4) bzw. (ii) PSL(2,8). 
(b) Zst !JI aufliisbar, so gibt es @a6 mit 6 = Cn x @ und (i) 
@g PSL(2,4) bzw. (ii) C?:r PSL(2, 8). 
Beweis. (a) (1) 23 = Z(6). Wir nehmen an, da13 8/‘1) nicht-trivial auf 
!I3 operiert. Somit operiert Q/% ebenfalls nicht-trivial auf der 
Charaktergruppe @; insbesondere ist C,(oJ/B) = 1. Da 8 eine PPC- 
Gruppe sein ~011, so ist fur alle 1 # ;1 E ‘8 notwendig (8 : T(n)1 eine echte 
Primzahlpotenz (Huppert [4, V, 17.111). Wir benutzen nun die 
Dickson-Liste (Huppert [4, II, 8.271). Danach treten in %/%I an echten 
Untergruppen von Primzahlpotenzindex im Fall (i) nur Untergruppen 
isomorph zu A4 r E4. Z3 vom Index 5 und im Fall (ii) nur Untergruppen 
isomorph zu E,. Z, vom Index 3* auf. Wir setzen 2 =T(I) und zerlegen 
A’ = C;=, eiXi in irreduzible Bestandteile xi E Irr(Z). Nun ist ~0 E Irr(B) 
vom Grad xj( 1). (8 : 21. Notwendig ist daher im Fall (i) xi( 1) eine 5- 
Potenz und im Fall (ii) xi( 1) eine 3-Potenz. Andererseits gilt nach dem Satz 
von Ito x;(l)) (2/%Jl, also in beiden Fallen xi(l)=l. Wegen (&=e,l 
folgt e; = 1 und I ist fortsetzbar, etwa zu 1 E Irr(Z). Dann aber erhalten wir 
die Zerlegung (Huppert [4, V, 17.121): A’ =&,EIrr(l,Bj q(l) cpx, 
cpx E Irr(2), wobei nicht alle cpl linear sind. Dieser Widerspruch zeigt 
23 = Z(Q). 
(2) Gemal Huppert [4, V, 25.71 ist die Gruppe SL(2, 5) die ein- 
zige Darstellungsgruppe der PSL(2,4). Ware also !L3 < (Ij’, so ware 
Q g SL(2, 5), im Widerspruch zu 6 E cd(SL(2,5)). Da andererseits der 
Schurmultiplikator von PSL(2, 8) trivial ist (Huppert [4, V, 25.5]), folgt 
such im Fall (ii) 23 g 8’ und (a) ist bewiesen. 
(b) Folgt per Induktion sofort aus (a). I 
HILFSSATZ 5. Es sei 6 eine PPC-Gruppe mit folgender Normalreihe: 
I 
6 
abelsch 
m 
I 
(i) PSL(2,4) 
= 
93 (ii) PSL(2, 8) 
auJIiisbar 
Dann gibt es einen abelschen Normalteiler 23 von 6 und fZg(s mit 
6=23xe und (i) Q:PSL(2,4) bzw. (ii) erPSL(2, 8). 
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Beweis. Mit Hlfssatz 4 existiert ein Normalteiler @g(n, so dab 
‘% = %R x ‘Zi! und (i) @r PSL(2,4) bzw. (ii) 6~ PSL(2, 8) gilt; insbesondere 
ist ($4 Q. Wir setzen 23 = C,(e). Dann ist %3 x @a@ und fm < 23. AuBer- 
dem erzwingt die PPC-Eigenschaft von 23 x 6 sofort 8’ = 1. 
Wir zeigen 8 = 23 x @: 
(i) Ware !B x e < 8, so ware wegen PSL(2,4)%A, und Aut(A,)rS, 
natiirlich 8/‘1) z Ss. Dies steht aber im Widerspruch zu 6 E cd(S,). 
(ii) Ware B x Q! < 8, so ware 8/%3gAAut(PSL(2, 8)) = PTL(2,8). 
Wir benutzen die Charaktertafel der SL(2, 8) aus Isaacs [6, Appendix]. Sei 
(a) = Out(SL(2, 8)), also O(a) = 3. W” d ur e c1 eine Konjugiertenklasse &! 
von Elementen der Ordnung 9 aus SL(2, 8) stabilisieren, so miiBte c1 wegen 
191 = 56 ein Element g E g zentralisieren. Nun wird aber (a) von der 
Galois-Gruppe Gal(GF(8)/GF(2)) induziert. Somit ware ge SL(2, 2) ein 
Element der Ordnung 9. Dieser Widerspruch zeigt, da13 CI die drei Kon- 
jugiertenklassen von SL(2, 8) von Elementen der drdnung 9 zyklisch ver- 
tauscht. Daher ergibt sich 21 ~cd(pI’L(2, 8)), und such im Fall (ii) ist 
Q = 23 x (3 gezeigt. 1 
BEMERKUNG 6. R. Brauer formulierte die sog. Hijhenvermutung (H): 
Es sei B ein Block von 8 zur Primzahl p. Dann sind Equivalent: 
(a) Jedes x E Irr(B) n B hat Hohe 0. 
(b) Die Defekt-Gruppe zu B ist abelsch. 
P. Fong bewies 1960 folgende Aussagen (vgl. Feit [2, X, 4.3 und 4.53): 
Sei 6 p-auflosbar. Dann ist die Implikation (b) * (a) aus (H) fiir 
jeden Block B und die Implikation (a) == (b) fur den l-Block B, 
richtig. 
Im Jahre 1983 konnten D. Gluck und T. Wolf [3] zeigen, da13 fur p- 
auflijsbares 0 die Vermutung (H) stets richtig ist. 
Wir wollen folgende Bezeichnung einfiihren: 
Sei B, der l-Block von 8 zur Primzahl p, 
Hat jedes x E Irr(B) n B, die Hohe 0, 
Vermutung (H,) so ist die Defekt-Gruppe von B,, 
d.h. die p-Sylowgruppe 
von 8, abelsch. 
HILFSSATZ 7. Es gelte Vermutung (H,). Ist 8 eine einfache PPC- 
Gruppe, so ist 8 z PSL(2,4) oder 8 z PSL(2, 8). 
Beweis. Es sei p eine Primzahl mit p 1 (GI. Weiterhin sei B, der l-Block 
von (si zu p. GemaD Isaacs 16, 15.251 folgt aus x E h(B) n B, und 
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x( 1) = p” sofort x = 1. Da 6 eine PPC-Gruppe ist, so hat daher jeder 
irreduzible Charakter aus B, die Hiihe 0. Die Giiltigkeit von (H,) erzwingt, 
dal3 die p-Sylowgruppen von 6 abelsch sind. Wir wenden die 
Klassifikation der einfachen Gruppen mit abelscher Sylow-ZGruppe an 
(Walter [ 121). Danach ist 6 isomorph zu einer der folgenden Gruppen: 
0) PWZ 4) f iir gewisse Primzahlpotenzen q. 
(ii) J, = erste sporadische Gruppe von Janko. 
(iii) Ree-Gruppen R(q) mit q = 32m+ ‘. 
Im Fall (i) liefert Hilfssatz 1 sofort 8 E PSL(2,4) oder 6 z PSL(2, 8). 
Andererseits folgt aus McKay [S], daB J, keine PPC-Gruppe ist. 
Weiterhin sind die Sylow-3-Untergruppen von R(q) fur q > 3 nicht-abelsch 
und R(3)= PrL(2, 8) nicht-einfach (vgl. Walter [ 111). Dies letztlich zeigt 
die Aussage des Hilfssatzes. 1 
Wir konnen nun das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit formulieren. 
Die Aussage folgt aus den Hilfssltzen 3, 5 und 7: 
SATZ 8. Es sei 8 eine nicht-au@sbare PPC-Gruppe und es gelte Ver- 
mutung (H,). 
Dann gibt es Normalteiler 23 and (5 von 6, ftir die gilt: b’ = 1, 
(5 g PSL(2,4) oder @r PSL(2,8) und 6 = 23 x (5. 
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